GUIA 5. FUNCIONES DE GIBBS Y HELMHOTZ, CRITERIOS DE ESPONTANEIDAD.
Competencias especificas
Entender la condicion de espontaneidad de los procesos Fisicoquimicos.

Definir dos nuevas funciones de estado a partir de la condicién de espontaneidad, energia libre de
Gibbs y energia libre de Helmhotz,

Conocer el manejo de las relaciones termodinamicas para procesos reversibles.

Aplicar las relaciones termodinamicas a sistemas termodinamicas, para calcular las variaciones de
funciones de estado, entalpia, energia interna, entropia, energia libre y capacidades calorificas.

SINOPSIS

La funcién de estado entropia, S, se defini6 en el capitulo anterior, a partir de la maquina térmica
ideal descrita por Carnot. La entropia en los procesos irreversibles siempre aumenta hasta alcanzar el
equilibrio termodindmico, pero en los procesos reversibles la variacion de entropia permanece
contante siempre y cuando estemos hablando de sistemas cerrados.

La entropia tiene limitaciones a la hora de predecir fendmenos o procesos fisicoquimicos. Las
energias de Gibbs y de Helmhotz, son funciones de estado termodinamicas que nos permitiran deducir
un amplio espectro de relaciones matematicas y termodindmicas, algunas de las cuales tienen una
fuerza de aplicaciébn muy grande para explicar y mas importante, parar predecir fenémenos
fisicoquimicos, como la espontaneidad de una reaccion quimica, el equilibrio quimico y el equilibrio
de fases.

Este es un capitulo importante que nos ayuda a entender el lazo estrecho que existe entre la
termodindmica y la fisicoquimica, y la prueba irrefutable de que la fisicoquimica se aplica
ampliamente a procesos quimicos, y que puede considerarse como una ciencia central en la ingenieria.

Condicion de espontaneidad

Con los conceptos de la segunda ley de la termodinamica, se puede asegurar que la primera condicion
de espontaneidad en los procesos es el aumento de entropia, AS > 0. Lo cual se cumple en un sistema
cerrado y aislado que progresa de manera irreversible hasta alcanzar el equilibrio termodinamico.

dS > dqirrev
T

Pero para procesos reversibles se definié que la variacion de la entropia permanecia constante a los
largo de los procesos.

dS — dqrev
T



De manera que la variacion de entropia en los sistemas cerrados, puede aumentar o puede permanecer
constante, pero nunca debe disminuir espontaneamente. Eso es lo que se llama la desigualdad de
Clausius:

dq
> — (5.1)
as > T

De manera que se puede despejar la transferencia de calor de la desigualdad:

dq < TdS (5-2)

De aqui en adelante el estudio de la fisicoquimica se va a centrar Unicamente en procesos reversibles,
ya que se estudiara mas adelante el equilibrio quimico y el equilibrio de fases, y para definir todo en
términos de equilibrio, debemos centrar la atencidn en procesos reversibles. Todo proceso quimico
que esté en equilibrio termodinamico es un proceso reversible.

De manera que en la ecuacion 5.2 vale la igualdad por tratarse de un proceso reversible, dqg = TdS.
Reemplazando la ecuacion central de la primera ley de la termodinamica:
dq =dU —dw
dgq=dU —dw < TdS

dU < TdS + dw (5.3)

La igualdad en la ecuacion 5.3 se cumple Unicamente en el equilibrio termodinamico. Para
llegar a las relaciones termodinamicas de espontaneidad se suma la relacién SAT y también
se resta a la ecuacion.

dU < TdS + SdT — SdT + dw
dU < d(TS) — SdT + dw

Donde se aplico la derivada producto. Para el siguiente paso se debe reemplazar el trabajo dw, por
trabajo de expansion —PdV, y ordenar la ecuacién:

d(U —TS) < SdT + dw 54)
d(U — TS) < SdT — PdV

Primero consideremos un proceso a temperatura y volumen constante, de manera que dT =0 y
dV = 0, entonces la ecuacion anterior queda expresada como:

d(U—TS) <0 (5.5)

La ecuacion 5.5 se cumple Unicamente si se trata de procesos isotérmicos e isocoricos, en equilibrio
térmico y mecanico y en sistemas cerrados.

Variacién de energia libre de Helmhotz.

El término U — TS, nos lleva a una funcién de estado llamada energia libre de Helmhotz, o energia
de Helmhotz y se representa cono H. Para procesos en equilibrio quimico o de fases, vale la
igualdad:

A=SU-TS (5.6)



En un sistema cerrado a temperatura y volumen contantes, la funcion de estado energia libre de
Helmhotz, disminuye durante procesos espontaneos e irreversibles en procesos quimicos hasta que
alcance el equilibrio, eso lo expresa la ecuacidn 5.5. Pero si el sistema se encuentra en equilibrio y el
proceso es totalmente reversible vale la igualdad, y se dice que bajo estas condiciones la energia libre
de Helmhotz expresa la condicion de espontaneidad como la diferencia entre variacion de la energia
interna y el producto temperatura por variacion de entropia:

AA = AU — TAS (5.7)

Esta es la condicion de espontaneidad que estabamos buscando, pero se debe tener cuidado, pues es
aplicable Unicamente a procesos isotérmicos e isocoricos, por tanto haremos las siguientes
afirmaciones que aplican para procesos fisicoguimicos que cumplan con la restricciones establecidas
(T y V constantes).

Si AA < 0, el proceso es espontaneo.
Si AA > 0, el proceso no es espontaneo.
Si AA = 0, el sistema se encuentra en equilibrio.

Como la energia libre de Helmhotz se expresa a partir de dos funciones de estado termodindmicas
que implican energia segun la ecuacion 5.7, entonces la energia libre de Helmhotz también es una
funcién de estado extensiva con unidades de energia en kJ, por esto se llama energia libre.

A partir de funciones de estado como la energia interna y entropia es posible deducir si un proceso es
factible, simplemente calculando la energia de Helmhotz. Por ejemplo, para predecir si una reaccién
quimica es espontanea en un sistema rigido (volumen constante) que se lleve a una temperatura de
interés, se debe calcular la energia libre de Helmhotz y estudiar su factibilidad.

Ahora consideremos el equilibrio termodinamico, pero a temperatura y presion constantes. A partir
de la ecuacién 5.3 se debe reemplazar el trabajo dw, por trabajo de expansion —PdV:

dU < TdS — PdV (5.8)

Para llegar a la energia libre de Gibbs se suma la relacion SAT y también se resta a la ecuacion, asi
como la expresion VdP:

dU < TdS + SdT — SdT + VdP — VdP — PdV
dU < d(TS) — SdT — d(PV) + VdP
d(U + PV —TS) < —SdT + VdP (5.9)

Donde se aplico la derivada producto y se reorganizé la ecuacion. Si revisamos la ecuacion 2.10,
encontramos que la relacion entre las funciones de estado entalpia y energia internaes H = U + PV,
de tal forma que se reemplaza en la ecuacién 5.9:

d(H —TS) < —SdT + VdP (5.10)

En consecuencia, para un proceso a presion y temperatura constantes y en un sistema cerrado y en
equilibrio térmico y mecénico, capaz de realizar solo trabajo de expansién PV:

d(H—-TS)<0 (5.11)



Variacion de energia libre de Gibbs

Aqui la igualdad se cumple Gnicamente cuando se trata de equilibrio quimico o equilibrio de fases.
El término H — TS, nos lleva a una funcion de estado llamada energia libre de Gibbs, o energia de
Gibbs y se representa como G. Para procesos en equilibrio quimico o de fases, vale la igualdad:

G=H-TS (5.12)

Como la energia libre de Gibbs se expresa a partir de dos funciones de estado termodindmicas que
implican energia segun la ecuacion 5.7, entonces la energia libre de Gibbs también es una funcion de
estado extensiva con unidades de energia en kJ, por esto se llama energia libre.

A partir de funciones de estado como la entalpia y entropia es posible deducir si un proceso es factible,
simplemente calculando la energia de Gibbs. Por ejemplo, para predecir si una reaccion quimica es
espontanea en un sistema cerrado e isobarico (presién constante) que se lleve a una temperatura de
interés, se debe calcular la energia libre de Gibbs y estudiar su factibilidad.

En literatura es mas frecuente encontrar valores de energia libre de Gibbs que energia libre de
Helmhotz, debido a que la mayoria de procesos quimicos se realizan a presion constante. Invito al
lector a recordar las practicas de laboratorio de quimica realizadas en los laboratorios de la
Universidad, todos los experimentos de quimica organica, quimica inorganica o quimica bésica los
realizamos a presion constante, que es la presion atmosférica de Bogota.

La ecuacion 5.12 es la condicion de espontaneidad de los cambios fisicoquimicos, aplicable
Unicamente a procesos isotérmicos e isobaricos, por tanto haremos las siguientes afirmaciones que
aplican para procesos fisicoquimicos que cumplan con las restricciones establecidas (T y P
constantes).

AG = AH — TAS (5.13)
Si AG < 0, el proceso es espontaneo.
Si AG > 0, el proceso no es espontaneo.
Si AG = 0, el sistema se encuentra en equilibrio.

Finalmente se puede concluir que en un sistema cerrado, que realice solo trabajo de frontera PV, las
condiciones de equilibrio material (equilibrio quimico y de fases) a temperatura y volumen
constantes, es la minimizacion de la funcion de Helmhotz (ecuacion 5.5), y las condiciones de
equilibrio material a temperatura y presion constantes, es la minimizacién de la funcién de Gibbs
(ecuacién 5.11)
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Figura 5.1. La energia de libre de Gibbs se minimiza si se alcanza el equilibrio a Ty P constantes, en un sistema cerrado
que solo realice trabajo PV.
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Figura 5.2 La energia de libre de HelImhotz se minimiza si se alcanza el equilibrio a T y V constantes, en un sistema
cerrado que solo realice trabajo PV.

EJEMPLO 5.1. Variacion de energia libre de Helmhotz.

Calcule AA para la expansion adiabatica de 2.00 moles de gas ideal a 25 °C a partir de un volumen
inicial de 15.0 L hasta un volumen final de 35.0 L. ¢ Tiene importancia si el proceso es reversible o
irreversible?

Solucidn

Se debe calcular la variacion de la energia libre de Helmhotz, en un proceso isotérmico donde se esta
expandiendo un gas ideal. De acuerdo a la ecuacion 5.4:

dA = —SdT — PdV, debido a que es una expansion isotérmica, dT = 0
vr VI mRT VI av

AA=—f PdV=—f <—)dV=—nRTf —
vi vi vV vi V

I vf J
AA = —f PdV = —nRT In—- = —(2.00 mol) (8.3145—
- Vi mol - K

)(29815K)1 (35'0L)
' "\15.01L

4]
A=—f PdV = —4200.8]
Vi



La variacion de la energia de Helmhotz para este proceso de expansion es grande y negativa, por tanto
el proceso es totalmente espontaneo, ademas la variacion AA es la misma si la expansion siguen un
camino reversible o irreversible, debido a que la energia libre de Helmhotz es una funcién de estado.

EJEMPLO 5.2. Variacion de energia libre de Gibbs.

Calcule AG para la compresion isotérmica de 2.50 moles de gas ideal a 300 K a partir de una presion
inicial de 1.00 bar, hasta una presion final de 5.00 bar. ¢ Tiene importancia si el proceso es reversible
o irreversible?

Solucion

Se debe calcular la variacion de la energia libre de Gibbs, en un proceso isotérmico donde se esta
comprimiendo un gas ideal. De acuerdo a la ecuacién 5.10:

dG = —SdT + VdP, debido a que es una compresion isotérmica, dT = 0

Pr PI' mRT Prap
AG=f VdP=f (T>dP:7’lRTf ?

Pi Pi Pi
5.00 bar)

AG—fPdeP— RT I Pf—(zso l)<83145 J
= S THE el Rt et 1.00 bar

N —l_K)(300K) In(

Pf
AG = f VdP = 10036 ]
Pi
La variacion de la energia de Gibbs para este proceso de compresion es grande y positiva, por tanto
el proceso no es espontaneo, ya que los gases se expanden espontaneamente, para comprimirlos se
requiere un trabajo externo, una fuerza aplicada sobre el gas para que disminuya su volumen y de esa
manera aumente su presion, ademas la variacion AG es la misma si la compresion sigue un camino
reversible o irreversible, debido a que la energia libre de Gibbs es una funcion de estado.

RELACIONES TERMODINAMICAS PARA SISTEMAS EN EQUILIBRIO

Vamos a considerar todas las funciones de estado en sistemas en equilibrio pero de manera maés
ampliay esto se realiza mediante el uso de las relaciones termodinadmicas, introduciendo las funciones
de energia libre de Gibbs y de Helmhotz. En la seccion anterior pasamos inadvertidamente una
ecuacion fundamental, la ecuacion 5.3:

dU < TdS + dw
Como ahora vamos a tratar solamente procesos en equilibrio, entonces vale la igualdad:
dU = TdS — PdV (5.14)

Esta es una ecuacion de las ecuaciones fundamentales de la termodindmica, pues relaciona la funcion
de estado energia interna, que proviene de la primera ley, y la entropia que proviene de la definicién
de entropia. De tal forma, es una e



cuacion que relaciona la primera y segunda ley, para sistemas cerrados que se encuentren en
equilibrio. Estas dos condiciones son muy importantes, pues nos dice que el proceso debe ser
reversible porgue esta en equilibrio.

Las ecuaciones fundamentales vistas hasta el momento son 4, las ecuaciones 5.14, 2.10, 5.6 y 5.12:

dU =TdS — PdV

H=U+PV (5.15)
A=U-TS
G=H-TS

Todas las relaciones termodinamicas entre funciones de estado mostradas en las ecuaciones 5.15, nos
van a servir para llegar a mas relaciones termodinamicas que impliquen otras funciones de estado
importantes, como lo son la capacidad calorifica a presion constante, la capacidad calorifica a
volumen constante, las ecuaciones de Gibbs y las relaciones de Maxwell, que son la piedra angular
para el calculo de muchas funciones de estado partir de variaciones de entropia.

A partir de las ecuaciones 2.19, se puede llegar a expresar las capacidades calorificas como derivadas
parciales:

au ou
dU = CvdT = Cv =22, Cv= (5)1,

(5.16)
a
dH = CpdT = Cp="22 _, Cp= (ﬁ)p

Por tanto, la capacidad calorifica a volumen constante, C,, se puede definir como la razén de cambio
de la variacion instantanea de la energia interna, respecto a la variacién instantanea de la temperatura
a volumen constante. La misma definicién también aplica a la capacidad calorifica a presion
constante, Cp, pero respecto a la variacion de entalpia.

Ahora tenemos 6 relaciones termodinamicas fundamentales, que se pueden expresar en términos de
cambios infinitesimales de las funciones de estado, reemplazando la ecuacion 5.14, en las ecuaciones
5.15:

H=U+PV
dH = dU + d(PV) = dU + PdV + VdP = (TdS — Pd¥) + PdV + VdP = TdS + VdP
dH = TdS + VdP (5.17)
A=U-TS
dA = dU — d(TS) = dU — TdS — SdT = (S — PdV) — TdS — SdT = —SdT — PdV
dA = —SdT — PdV (5.18)
G=H-TS
dG = dH — d(TS) = dH — TdS — SdT = (¥dS + VdP) — TdS — SdT = —SdT + VdP

(5.19)



dG = —=SdT +VdP

Estas relaciones termodinamicas se conocen como funciones termodinamicas basicas, o funciones de
Gibbs, pues todas relacionan la primera y segunda ley de la termodinamica

Las ecuaciones para capacidades calorificas de la ecuacion 5.16, nos lleva a lo siguiente:

d . . -
Cxy = ﬁ, donde x, es el volumen o la presion. Luego si reemplazamos la ecuacion 4.8:

dq =TdS
TdS
Cx = e (5.20)

De tal manera que se puede llegar a dos relaciones termodinamicas muy importantes, que relacionan
capacidades calorificas con la funcion de estado entropia:

TdS as TdS as
Cy="2=T (5)‘/ (5.21) Cp="2=T (5)}) (5.22)
ECUACIONES DE GIBBS.
Hasta el momento ya se han deducido las ecuaciones de Gibbs:
dU =TdS — PdV (5.14) —
dH = TdS + VdP (5.17) e Sistema cerrado

___ | ® Procesos reversibles

dA = —SdT — PdV (5.18) e Sélo trabajo PV

dG = —SdT + VdP (5.20)

Las ecuaciones de Gibbs son muy importantes en la termodindmica de los procesos reversibles. Ahora
es tiempo de expresar éstas relaciones en términos de diferenciales totales.

Una diferencial total, es la suma de dos o mas derivadas parciales. Para nuestros sistemas
termodindmicos definamos una variable dependiente Z, que sea funcion de dos variables
independientes, por ejemplo las variables independientes X e Y.

Definiéndolo en términos matematicos, una ecuacién de estado termodinamica, es aquella ecuacion
que describe un sistema termodindmico, Como una variable dependiente Z, en términos de otras
variables termodinamicas independientes, minimo dos variables, por ejemplo Xy Y.

Sea nuestra ecuacion de estado: Z = Z(X,Y), vamos a describir la ecuacion de estado por medio de
una diferencial total:

0z 0Z
_ (%% gz 5.23
dz (ax)Y dx + (aY>X dy (5.23)



De esta forma podemos describir el sistema termodindmico, como una variable Z, que es funcién
de dos variables independientes X y Y, y por medio de la diferencial total llegar a otras relaciones
termodinamicas relevantes.

Relaciones parciales de Gibbs

Empecemos con las ecuaciones de Gibbs. La ecuacién 5.14 estable que los cambios de energia
interna, dU, son funcién de las variaciones de entropia, dS, Y las variaciones de volumen, dV. U =
U(S,V). Por tanto la diferencial total sera:

ou ou

w=(2) as+(2) av 529

Comparando las ecuaciones 5.14 y 5.24, se deducen entonces las primeras relaciones parciales de

Gibbs:
&), =T &), =" (525)

Laecuacion 5.17 estable que los cambios de entalpia, dH, son funcion de las variaciones de entropia,
dsS, vy las variaciones de presion, dP. H = h(S, p). Por tanto la diferencial total seré:

J0H JH
dH = (—) as + (—) dp (5.26)
aS/y 0P/
Comparando las ecuaciones 5.17 y 5.26, se deducen entonces las segundas relaciones parciales de
Gibbs:
oH ) OHY  _
(g)v =T (aP)S =V (5.27)
El lector puede verificar las otras derivadas parciales que salen de las ecuaciones 5.18 y 5.20:
04 : oAy _
&), =-s: &), =-F (5:28)
G\ _ .. G\ _ 5.29
(aT)p == (OP)T =V ( )

Estas relaciones parciales de Gibbs, sirven para dar otras definiciones de las variables de estado, a
las ya conocidas cominmente. Por ejemplo, la ecuacidn 5.29, se puede definir de la siguiente manera:
El volumen se define como la variacion de la energia libre de Gibbs, respecto a las variaciones de
presion, en un sistema cerrado reversible a temperatura constante. ¢Es raro definir una funcién de
estado de ésta manera?, Bueno, invito al lector a definir otras funciones de estado como presion,
entropiay temperatura a partir de las relaciones parciales de Gibbs.

Dilatacién térmica e y compresibilidad isotérmica, k.

El objetivo de las relaciones termodinamicas es expresar cualquier propiedad termodindmica de
sistemas en equilibrio, mediante propiedades que se puedan medir, es decir, a través de propiedades
medibles. Hay otras propiedades que no son directamente medibles, pero si se pueden calcular
facilmente a partir de otras propiedades medibles, como los son la dilatacion térmica y la
compresibilidad isotérmica.



La dilatacion térmica a, es la propiedad inherente de las sustancias de variar su volumen, con
variaciones de temperatura, a presion constante:

1,9V . o
a(T,P) == (—) Dilatacion térmica. (5.30)
Vv \oT/p
La dilatacion térmica también se puede expresar en términos de volumen molar, donde V,,, es el
volumen molar de las sustancias:

a(T,P) = L (%) . Las unidades de la dilatacién térmica son (K ¢ °C%)
Vi \ 0T /p

La compresibilidad isotérmica k, es la propiedad inherente de las sustancias de variar su volumen,
con variaciones de presién, a temperatura constante:

k(T,P) = —%(S—Z) Compresibilidad isotérmica. (5.31)
T
La compresibilidad isotérmica también se puede expresar en términos de volumen molar, donde V;,,,

es el volumen molar de las sustancias:

1 (9, . S .

k(T,P) = —— (—m) . Las unidades de la compresibilidad isotérmica son (atm™ ¢ bar %)
Vm \ 0P /1,

Como a y k son funciones de estado, dependendientes de T, P y de la composicion, se pueden usar

para llegar a méas relaciones termodindmicas a partir de las ecuacines de Gibbs.

Estas funciones de estado pueden resolverse para cualquira de las tres propiedades facilmente
medibles (T, P y V), Una propiedad dependiente de otras dos, por ejemplo, la variacion del volumen
en funcion de la temperatura y la presion:

V =V(T,P)
Que la podemos describir mediante una diferencial total (ecuacion 5.23):

v =(2) ar+(X) ar
-~ \aT/p P/

Donde las derivadas parciales se refieren a la dilatacion térmica y la compresibilidad isotérmica de
las ecuaciones 5.30 y 5.31. Estas propiedades se pueden encontrar tabuladas en literatura para las
sustancias puras. Reemplzando las ecuaciones 5.30 y 5.31 en la diferencial total, tenemos:

dV = (a-V)dT — (k- V)dP

dv

— =adT —kdP

|4
Donde a y k siempre son positivas en sustancias condensadas o0 cercanas a cero en gases ideales. La
anterior ecuacion se puede integrar para llegar a una ecuacion global que involucre las propiedades

tabuladas « y x y propiedades medibles.



V2 av T2 P2
f — = j adT —j K dP
Vi 4 T1 P1
V2 (5.32)
In—==alT,—T;] — k[P, — P;] '
41
EJEMPLO 5.3. Aplicacién de a y k para sustancias condensadas.

Para la acetona liquidaa 25 °C y 1 bar de presion, se tienen las siguientes propiedades termodinamicas
tabuladas: a = 1.487x1072 °C*; k = 62 x10% bar'y v=1.287 cm®/g.

Para la acetona a estas condiciones determine;

a. Elvalor de la derivada parcial (Z—;) a 25°y 1 bar de presion.
%4

b. La presion generada por el calentamiento en un proceso isocorico desde 25°C y 1 bar, hasta
30 °C.

c. El volumen final cuando hay un cambio de estado de la acetona, desde un estado inicial a
25°C y 1 bar, hasta un estado final de 0°C y 10 bar.

Solucidn

. .1 (9P L L -
a. Laderivada parcial (E) expresa la variacion de la presion, respecto a la variacion de la
14

temperatura a volumen constante, de manera que en la ecuacién 5.32, dV = 0:

0=alT,—T,] — k[P, — P;] (Solamente a volumen constante)
<aP> _a 1487x107°°C"

—) =—= = 24 bar °C!
0T/, k  62x10 ®bar !

b. Siempre y cuando « y k sean constantes en el intervalo de temperaturas descrito, se aplica
la misma ecuacion 5.32 a volumen constante:

0=al[T, —Ti] — k[P, — P]
AP =[P, — P;] = % AT = 24 bar °C~' x [30 — 25]°C = 120 bar
P, = P; + AP = 1bar + 120 bar = 121 bar

c. Nuevamente aplicamos la ecuacion 5.32, teniendo en cuanta que el proceso ya no es a
volumen constante:

V.
In—2=a[T2—T1]—K[P2—P1]
Vi

V.
Invz = (1.487x1073°C™H[0°C — 25°C] — (62x10~® bar™") [10 bar — 1 bar]
1

V.
In72 = —0.0377
1

2 _ _ cm3) _ em?
2=0963 y V; = (0.963) ( 1287 ) =1.24%



Relaciones de Maxwell

Vamos a seguir tratando relaciones termodinamicas para llegar a las relaciones de Maxwell, que son
importantes para calcular variaciones de entropia a partir de funciones de estado medibles, como
temperatura, presion y volumen.

Sea Z, una variable dependiente de X y Y, hacemos uso de la ecuacion 5.23 para describir el estado
termodindmico e igualamos a otra funcién que Ilamaremos funcién Ay funcién B:

47 = (6—2) dx + (0_2) dY = AdX + BdY (5.33)
ax), ar), ' =

Donde estamos definiendo las funciones A y B como:

=G, =),

De la propiedades de las derivadas parciales se tiene que.

0 (62)_ d (62)
ay \ox/ oax\ay

De manera que si dZ = AdX + NdY, segun la ecuacion 5.33, entonces la relacion de reciprocidad

La relacion de reciprocidad de Euler es la herramienta matematica, que relacionandola con las
ecuaciones de Gibbs ya descritas se puede llegar a las relaciones termodinamicas de Maxwell. Por
ejemplo, a partir de la primera relacién de Gibbs (ecuacion 5.14):

dU = TdS — PdV = AdX + BdY, segin esta igualdad tenemos: A=T;X =S;B=—-PyY =V,

Aplicando la relacion de reciprocidad de Euler expresada en la ecuacion 5.34:

3, - &), ——6),--® 629
oY/ x 0X/y av/g as/y

La ecuacién 5.35 es una de las cuatro relaciones de Maxwell, que relacionan las variaciones de
entropia con propiedades que son facilmente medibles en un laboratorio cualquiera: T,V y P. Ya que
en un laboratorio no necesitamos medir las variaciones de presion, respecto a las variaciones de
entropia en un sistema a volumen constante, porgue este es equivalente a la variacion isotrépica de la

temperatura respecto al volumen. En este punto, ya se pierde cualquier contacto directo con funciones
de estado de energia, solamente estamos hablando de propiedades medibles.

Se hace nuevamente una invitaciéon muy cordial al lector, para usar la relacién de reciprocidad de
Euler, para aplicarla en las tres ecuaciones de Gibbs restantes (ecuaciones 5.17, 5.18 y 5.20) y
demostrar las otras relaciones de Maxwell, que se expresan a continuacion:



Relaciones de Maxwell:

Hasta el momento ya se han deducido las ecuaciones de Gibbs:

B--), = -
)~

®),-@), o
®),--@), o

Las relaciones de Maxwell son una herramienta muy poderosa para describir procesos
termodindmicos, como veremos més adelante en ejemplos y con otras relaciones termodinamicas que
involucran estos criterios. Las relaciones 5.37 y 5.38 son las mas utilizadas en fisicoquimica, dado
gue expresan una variacion de entropia que es equivalente a variaciones de propiedades facilmente
medibles, como los son la temperatura, la presion y el volumen.

av
(&) p (5:36) ¢ Sistema cerrado
___ | ®* Procesosreversibles

—_

Se puede asegurar que un ingeniero que quiera aprender termodinamica y aplicarla a los procesos
fisicoquimicos, debe comprender muy bien las relaciones termodinadmicas de Maxwell, asi como las
ecuaciones de Gibbs.

CACULOS DE LAS VARIACIONES EN LAS FUNCIONES DE ESTADO,
AU,AH,AS,AG,AA, Cpy Cy

Con las relaciones termodinamicas vistas en los Gltimos capitulos, podemos llegar a ecuaciones de
trabajo para poder calcular variaciones de funciones de estado como energia interna, entalpia,
entropia, energia libre de Gibbs y de Helmhotz, asi como relaciones que involucren capacidades
calorificas. Nuestro estudio se centrara entonces en procesos diversos (isotérmicos, adiabéticos,
isobéricos e isocoricos), pero siempre sistemas cerrados, donde la composicion permanece constante
durante estos procesos.

Dependencia de la energia interna, AU, respecto al volumen.

La diferencial total expresada en la ecuacion 5.24 dice que las variaciones infinitesimales de energia
interna, son funcidn de las variaciones infinitesimales de entropia y las variaciones infinitesimales de
volumen, pero la primera derivada parcial, expresa una variacion de energia interna, respecto a
variaciones de entropia a volumen constante (ecuacion 5.25), es algo dificil de entender y mas adn,
dificil de medir. Segun la ecuacién 5.25 esta derivada parcial es la temperatura, y la otra derivada
parcial es la presién con signo negativo, pero ¢es posible llegar a otras ecuaciones de trabajo que
involucren propiedades medibles, tales como temperatura, presion y volumen?

Para abordar esta cuestion primero se debe definir presion interna.



La presion interna es una medida indirecta de las interacciones moleculares en las sustancias puras, y
. . . (U . . - .
se expresa mediante la derivada parcial (W) . Esta derivada parcial es una variacion de la energia
T
interna respecto a variaciones de volumen a temperatura constante, y es igual a cero en gases ideales,

porque las interacciones moleculares no se tienen en cuanta cuando se habla de gases ideales.

(Z—s) = 0. La presion interna vale cero en gases ideales. (5.39)
T

Ahora se debe expresar una ecuacién que defina la presién interna para sustancias puras, en cualquier
fase, a partir de la primera ecuacion de Gibbs (ecuacion 5.14) la dividimos por el volumen:

dU =TdS — PdV , sedivide por la variacion de volumen dV: W_rd P
av av  av

De esta manera se puede expresar en términos de derivadas parciales:

(6U) _T(as) p
wvl).  \av/);

En este punto es donde empiezan a ser importantes las relaciones de Maxwell, porque podemos

reemplazar la derivada parcial (Z—i)T por la ecuacion 5.36:
(6U) _7 (E)P) p
Se puede demostrar por la regla de la cadena de derivadas parciales, que la derivada parcial (Z—I;) es
14

igual a:

av

T/, (G_V) - -V k '
dP)r

. . . (0P
Donde se reemplazaron las ecuaciones 5.30 y 5.31 en la derivada parcial (E) . Ahora vemos que la
14

ecuacion 5.40 ya se puede expresar en términos de propiedades medibles y propiedades tabuladas:

au a
=Y —72_ (5.42)
(0V>T T K P

La ecuacion 5.42 es la presion interna para solidos, liquido y gases no ideales, teniendo en cuenta que
las interacciones moleculares se manifiestan ampliamente en estos estados de la materia. Las unidades
en el sistema internacional de la presion interna son J/m?,

Dependencia de la energia interna, AU, respecto a variaciones de temperatura y volumen

La ecuacion 2.36 indica que las variaciones de energia interna para gases ideales son funcion directa
de la temperatura, y que por tanto, una variacion de temperatura afecta totalmente la variacion de AU.
Pero ¢qué pasa en liquidos, s6lidos y gases reales? ;Como cambia la energia interna de cualquier
sistema con variaciones de temperatura y volumen? , las respuestas a estos cuestionamientos se dan
cuando tengamos ecuaciones de trabajo globales, como las que vamos a tratar en esta seccion.



La dependencia de la energia interna, respecto a variaciones de temperatura y volumen se expresa
entonces como una ecuacion de estado, que puede describirse termodinamicamente mediante una
diferencial total (ecuacién 5.23):

U=U(,V)
_(9U ou (5.43)
v = (aT)V dr + (av)T av

. . . (U . e -
La primera derivada parcial (5) es la capacidad calorifica a volumen constante (ecuacién 5.16), y
|4

. 1) I .
la segunda derivada parcial (5) , €s la presion interna (ecuacion 5.42).
T

dU = C, dT + [T%—P] dv

Para calcular la variacion de energia interna, se debe integrar la ecuacion:
2 T2 V2 a
Auzf dU=f CVdT+f [7=-P|av (5.44)
1 T1 vi - K

La ecuacién 5.44 se aplica a cualquier sistema cerrado, si es un gas ideal, un gas real, un liquido o un
solido, siempre y cuando tenga un cambio de estado asi: (Estado 1aT;,V; —» Estado 2aT,,V,)

Si el proceso llega ser isotérmico, dT = 0, y:

aT (V2 v2
AU = f [T——P dV —— | av—-pP| av
K Jy1 V1
aT

Estas ecuaciones son muy importantes porgue estamos calculando una funcién de estado no medible,
en términos de propiedades tabuladas como los son Cy a y k, y también de variaciones de propiedades
medibles, como los son las variaciones de temperatura y volumen.

Para gases ideales es mejor manejar la primera ecuacion de Gibbs (ecuacién 5.14) y expresarla en
términos de propiedades medibles o tabuladas:

dU = TdS — PdV, Eltérmino TdS se puede reemplazar por la ecuacion 5.22:
dU = Cy dT — PdV

2 T2 V2
AU=de=j C,dT—P | av
1 T1 Vi

T2
T1

La ecuacion 5.46 es mejor usarla cuando se quiere calcular los cambios de energia interna de gases
ideales, cuando sufren la siguiente transformacion: (Estado1aT,,V; —» Estado2aT,,V,).



Recordemos que en procesos isotérmicos de gases ideales, la variacion de energia interna es cero
(ecuacion 2.36).

Dependencia de la entalpia, AH, respecto a variaciones de temperatura y presion

La dependencia de la entalpia, respecto a variaciones de temperatura y presion se expresa entonces
como una ecuacion de estado, que puede describirse termodindmicamente mediante una diferencial
total (ecuacion 5.23):

H = U(T, P)
_(9H oH (5.47)
dH = (ar),, ar+ <6P>T ap

La primera derivada parcial (Z—Z) es la capacidad calorifica a presion constante (ecuacion 5.16), y
P

la segunda derivada parcial (Z—I;) primero se tiene que trabajar en términos medibles y después
T

reemplazarla en la ecuacién 5.47:

A partir de la segunda ecuacion de Gibbs (ecuacion 5.17)

dH = TdS + VdP, sedivide por la variacién de volumen dP: Z_;I = TZ—i + %f

De esta manera se puede expresar en términos de derivadas parciales:

<0H) _T<65) LV
oP);  ~\arP/;

. . (3S - . .
Podemos reemplazar la derivada parcial (5) por la ecuacién 5.37, segun las relaciones de Maxwell:
T

), = Gr), +v
oP/)r T/ p

La derivada parcial (Z—D es la dilatacion térmica a (ecuacion 5.30):
P

(g—;})T = —T[aV]+V (5.48)

Ahora es posible reemplazar la ecuacion 5.47 en la diferencial total de entalpia:
dH = C,dT +V[1 — Ta]dP
Para calcular la variacion de entalpia, se debe integrar la ecuacion:

2 T2 P2
AH = j dH = j CpdT +f V[1 - Ta]dP (5.49)
1 T1 P1

La ecuacion 5.49 se aplica a cualquier sistema cerrado, si es un gas real, un liquido o un sélido, cuando
tenga un cambio de estado asi: (Estado1aT,, P, = Estado 2 aT,, P,)

En una isoterma dT = O:



2 P2
AH = f dH = f V[1 = Ta]dP (5:50)
1 P1

AH=V[P2_P1]_C{T[P2_P1]

Para gases ideales es mejor manejar la segunda ecuacion de Gibbs (ecuacion 5.17) y expresarla en
términos de propiedades medibles o tabuladas:

dH =TdS + VdP, Eltérmino TdS se puede reemplazar por la ecuacion 5.22:
dH = CpdT —VdP

2 T2 P2
AH=jdH=J CodT —V | dP
1 T1 P1

T2
T1
La ecuacion 5.51 es mejor usarla cuando se quiere calcular los cambios de entalpia de gases ideales
cuando sufren la siguiente transformacion (Estado 1 a T;,V, = Estado 2 a T,, V,). Recordemos
gue en procesos isotérmicos de gases ideales, la variacién de entalpia es cero (ecuacién 2.36).

Dependencia de la entropia, AS, respecto a variaciones de temperatura y presion

La dependencia de la entropia, respecto a variaciones de temperatura y presion se expresa como una
ecuacion de estado, que puede describirse termodinamicamente mediante una diferencial total
(ecuacion 5.23):

S =S(T,P)
_ ([0S as (5.52)
() are(2), o

La primera derivada parcial (g—i) es la capacidad calorifica a presion constante, sobre la temperatura
P
(ecuacion 5.22), y la segunda derivada parcial (ﬁ) es la cuarta relacion de Maxwell, _(6_V) .
P/ aT/p
(Ecuacién 5.37)
ds = < ar <6V) dp
T oT/p
Teniendo presente que (Z—Z) es la dilatacion térmica «a, (Ecuacion 5.30), se reemplaza en la ecuacion
P

y se integra del estado inicial, al estado final:

2 TZC P2 553
Aszfdszf —PdT—Vaf dp (5:53)
1 T1 T P1

Si la capacidad calorifica a presion constante no varia mucho con cambio de temperatura:



T
AS = Cp Ian —Va[P, — P,] (5.54)
1

La ecuacién 5.54 se aplica a cualquier sistema cerrado, si es un gas real, un liquido o un sélido, tenga
un cambio de estado asi: (Estado 1a Ty, P, » Estado 2 aT,, P,)

Dependencia de la entropia, AS, respecto a variaciones de temperatura y presion

Ahora estudiemos la dependencia de la entropia, respecto a variaciones de temperatura y volumen:

S =ST.V)
95 as
— (2 95 (5.55)
ds (OT)V dr + (av)T av

) . . (3S ) -
La primera derivada parcial (5) es la capacidad calorifica a volumen constante, sobre la
%4

, . . [0S .
temperatura (ecuacién 5.22), y la segunda derivada parcial (E) es la tercera relacion de Maxwell,
T

P .
(ﬁ)v' (Ecuacion 5.36)

ds = Cv dT (ap) av
T aT/y

. apP y - .
Teniendo presente que (a—T) = a/k (ecuacion 5.41) se reemplaza en la ecuacion y se integra del
14
estado inicial, al estado final:

V2

2 T2
C a
Aszf dS=f Lar+=| av (5.56)
1 1 T K Jyi
Si la capacidad calorifica a volumen constante no varia mucho con cambios de temperatura:
T, «
AS = Cy InT—z ——[, -] (5.57)

1

La ecuacion 5.57 se aplica a cualquier sistema cerrado, si es un gas real, un liquido o un sélido,
siempre y cuando sufra la siguiente transformacion: (Estado 1aTy,P; = Estado 2 aT,,P,)

Relacion de capacidades calorificas

En el segundo capitulo vimos que la relacién de capacidades calorificas para gases ideales es
Com-Cym = R, y por tanto se puede decir que la capacidad calorifica a presion constante es mas
grande que la capacidad calorifica a volumen constante, pero dicha relacion solo se aplica a gases
ideales. ;Qué pasa en sistemas condensados?

La relacion de capacidades calorificas para cualquier sistema se expresa en términos de dilatacién
térmica y compresibilidad isotérmica:

VTa?

Cp—Cy = (5.58)



En fases condensadas como liquidos y s6lidos la capacidad calorifica a presion constante, Cp, €s mas
facil de medir que la capacidad calorifica a volumen constante, Cy,. Es por esto que se hace tan
necesaria la ecuacion 5.58. Las unidades de la capacidad calorifica en esta ecuacion son J/K, lo que
la hace una funcion de estado extensiva.

La relacion de capacidades calorificas también se puede expresar en términos de cantidades molares,
para hacer de la capacidad calorifica una propiedad intensiva, cuyas unidades son J/mol-K:

VnTa? (5.59)
K

Com—Cym =

Para llegar a esta relacion de capacidades calorificas, es necesario usar las relaciones termodinadmicas
vistas hasta el momento. Se invita nuevamente al lector a demostrar la ecuacién 5.58 a partir de la
primera ley de la termodindmica (ecuacion 2.1) y las ecuaciones y relaciones vistas en éste capitulo.

EJEMPLO 5.4. Relacion de capacidades calorificas.

Para la agua liquida a 95 °C y 1 atm de presidn, se tienen las siguientes propiedades termodinamicas
tabuladas: a = 7.232x10* K1; k = 4.81 x10° bar?; ¢p=4.210 J/g'K y p=0.96189 g/cm?. Calcule el
calor especifico a volumen constante, ¢y, a 95 °C y 1 atm de presion.

Solucidén

Nos dan propiedades tabuladas del agua liquida a 95 °C y 1 atm de presion y nos piden calcular cy,.
Se usa entonces la ecuacién 5.58:

VTa? o e vTa?
Cy=Cp— —_— peroen términos de calor especifico: ¢y = ¢p — - Donde v, es el volumen

especifico del agua a 95 °C y 1 atm. Recordemos que el volumen especifico es el inverso de la
densidad, v = 1/p. Luego, la ecuacion en términos especificos queda:

a? J (368.15K)(7.232x10-4 K-1)? (83145 L —
cV=cp——=(4.21o >— .

p K 8K/ (0961895} (14.81 x10-5bar 1) \ g3.14 barl cnI}
¢, = 4210—— —0131—— = 4.079
Y g K g-K g-K

Variaciones de energia libre.
Energia libre de Gibbs

Inadvertidamente ya se han visto en éste capitulo las ecuaciones fundamentales para calcular las
variaciones de energia libre de Gibbs y energia libre de Helmhotz. Las ecuaciones mas importantes
para calcular energia libre son las ecuaciones de Gibbs, la ecuacion 5.7 y 5.13:

Generalmente se conoce la ecuacion 5.13 como una ecuacion fundamental en la termodindmica
clasica, pues relaciona la energia libre en procesos a presion constante (los mas habituales), con
variaciones de entalpia y entropia, AG = AH — TAS.



También vimos otra relacion de energia libre de Gibbs en la ecuacion 5.17: dG = —SdT + VdP, que
se relaciona con procesos donde solo hay trabajo de frontera presion-volumen. Y finalmente cuando

dimos un recorrido por las relaciones parciales de Gibbs, vimos otra relacion que involucra energia

libre de Gibbs, la ecuacién 5.29: %) —y y 96) = _§. Todas estas ecuaciones nos sirven para
P T oT P

encontrar energia libre. Pero lo mas conveniente es calcular AG, pero en términos de propiedades
medibles y tabuladas, como se ha hecho a lo largo de todo este capitulo. De tal manera que haremos
uso de la derivada parcial, de la ecuacion 5.29:

(Z—IGJ) =V, lo que lleva a despejar la variacién de energia libre de Gibbs: dG = VdP, e integramos:
T
P2 P2
dG = f vdp (5.60)
P1 P1

La derivada parcial indica una variacion de la energia de Gibbs, respecto a variaciones de presion, en
un proceso a temperatura constante. La ecuacion sirve para estudiar fases condensadas y gases ideales
por separado. Desarrollando la integral:

G(T,P,) — G(T,P,) = VAP

Si definimos el estado 1, como un estado de referencia a una presion de referencia P°, es decir la
presién estandar, entonces:

G(T,P,) = G°(T,P°) = V[P, — P;] Liquidosy sdlidos, T cte. (5.61)
Para gases ideales reemplazamos la ecuacion de estado de gases ideales en la ecuacién 5.60:

P2 P2 P2 ,nRT PZdP
dc;:f VdP=f (—)sznRTf 4

P1 P1 p1 \ P p1 P
G(T,P,) = G°(T, P°) = nRT In% Gases ideales, T cte. (5.62)

La variacion de energia libre de Gibbs a condiciones estandar, AG®, se puede encontrar en literatura
para diferentes sustancias puras (Anexo). En procesos reversibles a temperatura y presion constante,
la variacion de energia de Gibbs, es igual a cero, segln la ecuacion 5.17, yaque dT = 0y dP = 0.

AG = 0. Proceso reversibles a T y P constantes. (5.63)

Este concepto es importante porque en los siguientes capitulos veremos que las variaciones de energia
libre de Gibbs son cero en equilibrios quimicos y equilibrio de fases.

Energia libre de Helmhotz
A partir de la ecuacion 5.28, tenemos:

(Z—s) = —P, lo que lleva a despejar la variacion de energia libre de Helmhotz: dA = —PdV, e
T

integramos:

2 V2
f dA = — J PAdV (5.64)
1

Vi



La derivada parcial indica una variacion de la energia de Helmhotz, respecto a variaciones de
volumen, en un proceso a temperatura constante. La ecuacion sirve para estudiar fases condensadas

y gases ideales por separado. Desarrollando la integral:
AA = —PAV = —P[V, — V], Liquidos y sélidos, T cte. (5.65)

Para gases ideales reemplazamos la ecuacion de estado de gases ideales en la ecuacion 5.64:

2 V2 P2 nRT V2 av
jdA=—J PdV=—f (—)dV=—nRTf —
1 Vi P1 4 Vi 4

AA = —nRT In % Gases ideales, T cte. (5.66)
1



